
C∗-algebry
Lista 2

Zad 1. Niech Cc(M) oznacza zbiór funkcji ci¡gªych, których domkni¦te no±niki s¡ zwarte. Pokaza¢,
»e je»eli jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a, to Cc(M) jest g¦st¡ podalgebr¡ w C0(M).1

Zad 2. Niech M b¦dzie przestrzeni¡ Hausdor�a. Pokaza¢, »e dla zbioru U przedªu»aj¡c dowolne
a ∈ C0(U) na X kªad¡c a(x) = 0 dla X \ U otrzymujemy zanurzenie algebry Banacha C0(U) jako
domkni¦ty ideaª w algebrze Banacha C0(M).

Zad 3. Niech M b¦dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Pokaza¢, »e ka»dy ideaª w algebrze
Banacha C0(M) jest postaci C0(U) dla pewnego zbioru otwartego U ⊆M .

Zad 4. Pokaza¢, »e dla dowolnej grupy G wzór πtr(a) =
∑

g∈G a(g) de�niuje konktraktywny homomor-

�zm algebr πtr : `1(G)→ F. Jest to tak zwana reprezentacja trywialna. Czy j¡dro tego homomor�zmu
mo»e by¢ trywialne? Czy algebra `1(G) mo»e by¢ prosta?

Zad 5. Niech N b¦dzie podgrup¡ normaln¡ grupy G. Pokaza¢, »e homomor�zm ilorazowy grup
G → G/N linearyzuje si¦ do kontraktywnego homomor�zmu algebr Φ : `1(G) → `1(G/N) danego
wzorem Φ(a)(gN) =

∑
n∈N a(gn). Zauwa»y¢, »e j¡dro Φ zawiera przestrze« (id − πtr)(`

1(N)) =
{a− πtr(a) : a ∈ `1(N)}, wi¦c jest nietrywialnym ideaªem, o ile podgrupa N / G jest nietrywialna.

Zad 6 (Lemat Fekete). Dla dowolnego ci¡gu liczbowego {xn}∞n=1, który jest subaddytywny, tzn.
xn+m ≤ xn + xm dla n,m ≥ 1, granica limn→∞

xn
n

istnieje i jest równa infn∈N
xn
n
.

Zad 7. Pokaza¢, »e dla dowolnego elementu a ∈ A w algebrze Banacha A de�nicja promienia spek-
tralnego jako

r(a) = inf
n∈N
‖an‖

1
n = lim

n→∞
‖an‖

1
n

jest poprawna, tzn. granica limn→∞ ‖an‖
1
n istnieje i jest równa infn∈N ‖an‖

1
n .

Zad 8. Niech A b¦dzie zespolon¡ algebr¡ Banacha z jedynk¡. Wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci widma:

a) Dla dowolnych a, b ∈ A mamy σA(ab) \ {0} = σA(ba) \ {0}.2

b) Je»eli a ∈ Inv(A) odwracalny, to σ(a−1) = σ(a)−1 := {λ−1 : λ ∈ σ(a)}.

c) Dla dowolnego a ∈ A oraz wielomianu p(z) = αnz
n + ... + α1z + α0, gdzie αi ∈ C, mamy

σ(p(a)) = p(σ(a)) := {p(λ) : λ ∈ σ(a)}.3

Zad 9. Niech B = `1(Z) b¦dzie zespolon¡ grupow¡ algebr¡ Banacha. Rozwa»my element v = 1{1}.

a) Pokaza¢, »e v ∈ Inv(B) oraz ‖v‖ = ‖v−1‖ = 1. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e σB(v) ⊆ T.

b) Pokaza¢, »e dla dowolnego λ0 ∈ T := {z ∈ C : |z| = 1} oraz ci¡gu {λn}∞n=1 takiego, »e |λn| < 1
oraz λn → λ0 mamy ‖(v − λn)−1‖ → ∞. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e

σB(v) = T.

c) Uzasadni¢, »e podalgebra Banacha A algebry B generowana przez v oraz 1 mo»e by¢ uto»samiona
z algebr¡ póªgrupow¡ `1(N). Zauwa»y¢, »e element v nie jest odwracalny w algebrze `1(N).
Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e

σA(v) = {z ∈ C : |z| ≤ 1}.

Zad 10. Pokaza¢, »e je»eli A nie ma jedynki, to 0 ∈ σA(a) dla dowolnego a ∈ A.
Zad 11. Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha bez jedynki, a Ã jej jednowymiarowym ujedynkowieniem.
Dla a, b ∈ A zde�niujemy nowy iloczyn a ◦ b := a + b − ab, tzw. quasi-iloczyn. Oznaczmy przez
qInv(A) zbiór elementów quasi-odwracalnych, tzn. takich a ∈ A, dla których istnieje b ∈ A taki, »e
a ◦ b = b ◦ a = 0. Pokaza¢, »e σA(a) = {0} ∪ {λ ∈ C \ {0} : 1

λ
a 6∈ Inv(qA)}.

1
Hint : Wykorzysta¢ Lemat Urysohna, patrz te» Wykªad 2 - Analiza Funkcjonalna.

2
Hint : Sprawdzi¢, »e je»eli ab− 1 odwracalny, to b(ab− 1)−1a− 1 odwrotny do ba− 1.

3
Hint : Patrz np. Wykªad 15 - Analiza Funkcjonalna.


