C*-algebry
Lista 2

Zad 1. Niech C.(M) oznacza zbior funkgcji ciagtych, ktorych domkniete nosniki sa zwarte. Pokaza¢,
ze jezeli jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa, to C.(M) jest gesta podalgebra w Co(M).!

Zad 2. Niech M bedzie przestrzenia Hausdorffa. Pokazaé¢, ze dla zbioru U przedtuzajac dowolne
a € Cy(U) na X ktadac a(x) = 0 dla X \ U otrzymujemy zanurzenie algebry Banacha Cy(U) jako
domkniety ideal w algebrze Banacha Cy(M).

Zad 3. Niech M bedzie lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Pokazaé, ze kazdy ideal w algebrze
Banacha Cy(M) jest postaci Cy(U) dla pewnego zbioru otwartego U C M.

Zad 4. Pokaza¢, ze dla dowolnej grupy G wzor m.(a) = Y e a(g) definiuje konktraktywny homomor-
fizm algebr m, : £1(G) — F. Jest to tak zwana reprezentacja trywialna. Czy jadro tego homomorfizmu
moze by¢ trywialne? Czy algebra ¢'(G) moze by¢ prosta?

Zad 5. Niech N bedzie podgrupa normalna grupy G. Pokazaé¢, ze homomorfizm ilorazowy grup
G — G/N linearyzuje si¢ do kontraktywnego homomorfizmu algebr ® : (*(G) — (*(G/N) danego
wzorem ®(a)(gN) = >, cyalgn). Zauwazy¢, ze jadro ® zawiera przestrzen (id — m)(¢'(N)) =
{a — m(a) : a € 1(N)}, wiec jest nietrywialnym idealem, o ile podgrupa N <G jest nietrywialna.

Zad 6 (Lemat Fekete). Dla dowolnego ciagu liczbowego {z,}7°,, ktory jest subaddytywny, tzn.
Tpym < Tp + Ty dla n,m > 1, granica lim,, o, 2 istnieje i jest rowna inf,en .,

Zad 7. Pokazaé, ze dla dowolnego elementu a € A w algebrze Banacha A definicja promienia spek-
tralnego jako . )
r(a) = inf [la"|» = lim [la"|~
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jest poprawna, tzn. granica lim,, . ||a”
Zad 8. Niech A bedzie zespolong algebra Banacha z jedynka. Wykaza¢ nastepujace wtasnosci widma:
a) Dla dowolnych a,b € A mamy o4(ab) \ {0} = o4(ba) \ {0}.2
b) Jezeli a € Inv(A) odwracalny, to o(a™!) = o(a) ' :={\"1: X € o(a)}.
¢) Dla dowolnego a € A oraz wielomianu p(z) = @,2" + ... + 12 + ap, gdzie a; € C, mamy
o(p(a)) = p(o(a)) == {p(A) : A € o(a)}?
Zad 9. Niech B = ('(Z) bedzie zespolong grupows algebra Banacha. Rozwazmy element v = 1.
a) Pokazaé, ze v € Inv(B) oraz |[v|| = ||v™!|| = 1. Wyciagnaé¢ stad wniosek, ze op(v) C T.
b) Pokazaé, ze dla dowolnego A\g € T := {z € C : |z| = 1} oraz ciagu {\,}>2, takiego, ze |\,| < 1
oraz A, — Ao mamy |[(v — \,) 7| = co. Wyciagna¢ stad wniosek, ze
op(v) =T.
c¢) Uzasadni¢, ze podalgebra Banacha A algebry B generowana przez v oraz 1 moze by¢ utozsamiona
z algebra polgrupowa ((N). Zauwazy¢, ze element v nie jest odwracalny w algebrze ¢!(N).
Wyciagnaé stad wniosek, ze
oa(v) ={z € C:|z| <1}
Zad 10. Pokaza¢, ze jezeli A nie ma jedynki, to 0 € g4(a) dla dowolnego a € A.

Zad 11. Niech A bedzie algebra Banacha bez jedynki, a A jej jednowymiarowym ujedynkowieniem.
Dla a,b € A zdefiniujemy nowy iloczyn a o b := a + b — ab, tzw. quasi-iloczyn. Oznaczmy przez
qlnv(A) zbior elementéw quasi-odwracalnych, tzn. takich a € A, dla ktorych istnieje b € A taki, ze
aob=boa=0. Pokazac, ze 04(a) = {0} U{A € C\ {0} : Ta & Inv(qA)}.

! Hint: Wykorzystaé¢ Lemat Urysohna, patrz tez Wyklad 2 - Analiza Funkcjonalna.
2 Hint: Sprawdzié, ze jezeli ab — 1 odwracalny, to b(ab — 1)~'a — 1 odwrotny do ba — 1.
3 Hint: Patrz np. Wyklad 15 - Analiza Funkcjonalna.



